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Malygina V.V. THE TEST-EQUATION METHOD IN INVESTIGATION OF STABILITY OF
DIFFERENCE EQUATIONS

A method is proposed for investigation of the stability of solutions to linear scalar difference equations.
A test equation is put into correspondence to a family of equations of the class are investigated. The study
of properties of the test equation makes it possible to obtain an effective description for the region of
stability of all equations of the family.
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О ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ВКЛЮЧЕНИЯХ С
МНОГОЗНАЧНЫМИ ИМПУЛЬСНЫМИ ВОЗДЕЙСТВИЯМИ И

ЗАПАЗДЫВАНИЕМ, ЗАВИСЯЩИМ ОТ ПАРАМЕТРА

c⃝ Е.В. Малютина

Ключевые слова: функционально-дифференциальное включение; запаздывание, зави-
сящее от параметра; многозначные импульсные воздействия.
Исследуются свойства множества решений задачи Коши для функционально-диффе-
ренциального включения с импульсными воздействиями и запаздыванием, зависящим
от параметров.

Пусть Ln[a, b] ( Ln∞[a, b] ) — пространство суммируемых по Лебегу (измеримых, ограни-
ченных в существенном) функций x : [a, b] → Rn с нормой ∥x∥Ln[a,b] =

∫ b
a |x(t)|ds

( ∥x∥Ln
∞[a,b] = vraisup{|x(t)| : t∈ [a, b]}); tk ∈ [a, b] (a< t1 < . . . < tm< b) — конечный набор

точек; C̃
n
[a, b] — множество всех непрерывных на каждом из промежутков [a, t1], (t1, t2],

. . . , (tm, b] ограниченных функций x : [a, b]→Rn, имеющих пределы справа в точках tk,
k=1, 2, . . . ,m, с нормой ∥x∥C̃

n
[a,b]

=sup{|x(t)| : t∈ [a, b]}.
Пусть K — метрическое пространство.
О п р е д е л е н и е 1. Функция τ : [a, b]×K→R, удовлетворяющая условиям Кара-

теодори [5], обладает свойством A в точке λ0 ∈K, если для любого t∈ [a, b] и любого
λ∈K выполняется неравенство τ(t, λ)6 t и для любой последовательности λi→λ0 в про-
странстве K при i→∞ последовательность τ(t, λi)→ τ(t, λ0) в пространстве Ln∞[a, b] и
справедливо равенство [6]

µ

 ∞∩
p=1

∞∪
i=p

{t ∈ [a, b] : τ(t, λi) = a}

 = 0. (1)
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О п р е д е л е н и е 2. Непрерывная функция φ : (−∞, a)×K → Rn обладает свойством
B, если для любого компактного множества W ⊂K отображение φ(·, ·) ограничено на
(−∞, a)×W.

Пусть отображение F : [a, b]×Rn×Rn×K→conv[Rn] обладает следующими свойствами:
1) для каждых (x, y)∈Rn×Rn, λ∈K существует измеримая функция ω : [a, b]→Rn,

что при почти всех t∈ [a, b] выполняется включение ω(t)∈F (t, x, y, λ);
2) для каждого ограниченного множества M ⊂Rn×Rn и каждого компактного мно-

жества U ⊂K существует суммируемая функция qM : [a, b]→ [0,∞), что при почти всех
t∈ [a, b] выполняется неравенство

sup{|u| : u ∈ F (t, (x, y), λ), (x, y) ∈M,λ ∈ U} 6 qM (t); (2)

3) при почти всех t∈ [a, b] отображение F (t, ·, ·, ·) замкнуто.
Рассмотрим задачу Коши для функционально-дифференциального включения с много-

значными импульсными воздействиями и запаздыванием, зависящим от параметра λ∈K :

ẋ(t)∈F (t, x(t), x[τ(t, λ)], λ), если t∈ [a, b]
x(t)=φ(t, λ), если t /∈ [a, b],

(4)

∆(x(tk)) ∈ Ik(x(tk), λ), (5)

x(a) = x0, (6)

где отображение F : [a, b]×Rn×Rn×K→ conv[Rn] удовлетворяет условиям 1, 2, 3, функ-
ции τ : [a, b]×K→R, φ : (−∞, a)×K→Rn обладают свойствами A и B соответственно,
отображения Ik :Rn×K→ conv[Rn] непрерывны по Хаусдорфу, k=1, 2, ...,m.

О п р е д е л е н и е 3. Решением задачи (4)–(6) на [a, τ ] (τ ∈ (a, b]) называется такая
кусочно-непрерывная функция [7] x : [a, τ ]→Rn, для которой существует такое q∈Ln[a, b],
что при почти всех t∈ [a, b] выполняется включение q(t)∈F (t, x(t), x[τ(t, λ)], λ) и при всех
t∈ [a, b] имеет место представление

x(t) =x0 +

t∫
a

q(s)ds+
∑

k:tk∈[a,τ ]

χ(tk,τ ](t)∆(x(tk)),

где отображение F : [a, b]×Rn×Rn×K→conv[Rn] удовлетворяет условиям 1, 2, 3, ∆(x(tk)),
k=1, ...,m, удовлетворяют равенствам (5).

Определим оператор P : C̃
n
[a, b]×K→Ln∞[a, b] равенствами

P (x, λ)(t) =

{
x[τ(t, λ)], если τ(t, λ)∈ [a, b],
φ(τ(t, λ), λ), если τ(t, λ)<a.

Запишем задачу (4)-(6) в эквивалентном виде:

ẋ∈N(x, P (x, λ), λ),
∆(x(tk))∈ Ik(x(tk), λ),

x(a)=x0,
(7)

где ẋ= q ∈Ln[a, b], оператор Немыцкого N :C̃
n
[a, b]×Ln∞[a, b]×K→Ω(Ln[a, b]) определен

равенством
N(x, y, λ) = {z ∈ Ln[a, b] : z(t) ∈ F (t, x(t), y(t), λ)}, (8)

где x∈ C̃
n
[a, b] и y ∈Ln∞[a, b].
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Т е о р е м а 1. Найдется такое τ ∈ (a, b], что решение задачи (7) существует на
отрезке [a, τ ].

О п р е д е л е н и е 4. Решение x : [a, c)→Rn задачи (7) называется непродолжае-
мым, если не найдется такого решения y : [a, τ ]→Rn (τ ∈ [c, b]), что для любого t∈ [a, c)
выполняется x(t)= y(t).

Решение x : [a, b]→Rn считается непродолжаемым.
Т е о р е м а 2. Решение x : [a, c)→Rn (c∈ (a, b)) задачи (7) непродолжаемо в том и

только в том случае, когда lim
t→c−0

|x(t)|=∞.

Т е о р е м а 3. Любое решение задачи (7) на отрезке [a, τ ] можно продолжить до
непродолжаемого.

Пусть H(x0, τ, λ) – множество всех решений задачи (7) на отрезке [a, τ ].
О п р е д е л е н и е 5. Задача (7) априорно ограничена в точке λ∈K, если существует

такое число m>0, что для любого t∈ [a, b] не существует y∈H(x0, τ, λ), удовлетворяющего
неравенству

∥y∥C̃[a,τ ]
> m. (9)

Если неравенство (9) выполняется для любого λ∈U ⊂K, то будем говорить, что задача
(7) априорно ограничена в совокупности на множестве U ⊂K.

Т е о р е м а 4. Если задача (7) априорно ограничена в точке λ∈K, то найдется шар
в K с центром в точке λ, что задача (7) априорно ограничена в совокупности на этом
шаре.

Т е о р е м а 5. Пусть B(λ, ε)⊂K (ε>0) – шар на котором задача (7) априорно ограни-
чена в совокупности. Тогда для любых (τ, λ̃)∈ (a, b]×B(λ, ε) множество H(x0, τ, λ̃) ̸=∅ и
является компактом в пространстве C̃

n
[a, τ ]. Отображение H̃ :B(λ, ε)→ comp(C̃

n
[a, b]),

определенное равенством
H̃(λ̃) = H(x0, b, λ̃),

полунепрерывно сверху по Хаусдорфу.
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Malyutina E.V. FUNCTIONAL-DIFFERENTIAL INCLUSIONS WITH MULTIVALUED IMPUL-
SES AND WITH DELAY-DEPENDENT ON PARAMETER

The properties of the set of solutions of Cauchy problem for impulsive functional-differential inclusion
with delay-dependent on parameters are investigated.

Key words: functional-differential inclusions; delay-dependent on parameter; multivalued impulses.
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